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摘 要： Ｘ波用于超声成像可以获得很高的帧率，但在线性成像模式下图像空间分辨率相对于传统的聚焦成像
有所下降．本文通过时域数值方法求解ＫＺＫ（ＫｈｏｋｈｌｏｖＺａｂｏｌｏｔｓｋａｙａＫｕｚｎｅｔｓｏｖ）方程，研究有限衍射 Ｘ波的非线性声场特
性．结果表明：无论宽带或限带Ｘ波，其非线性声场同样是有限衍射波，并且二次谐波具有比基波更窄的主瓣和更小
的副瓣．采用Ｘ波的二次谐波进行成像能够在整个成像区域获得更高的分辨率．理论分析验证了数值计算结果．
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１ 引言

１９９２年ＪｉａｎｙｕＬｕ推导出线性波动方程的一簇非衍
射通解［１］，并发现该簇非衍射解中的一类子集在轴平面

（柱坐标系）上具有类似 Ｘ的形状，所以称之为“Ｘ
ｗａｖｅ”．它在传播过程中波束不会发散，且在任意轴向
（传播方向）位置上都保持“Ｘ”的脉冲形状，因此是一种
非衍射波（ＮｏｎｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎＢｅａｍ）．发射严格的Ｘ波需要无
限大孔径的换能器，而实际的有限孔径换能器只能近似

实现有限衍射 Ｘ波［２］（ＬｉｍｉｔｅｄＤｉｆｆｒａｃｔｉｏｎＸｗａｖｅｓ）．Ｘ波
的优点是它具有很大的声场深度，衍射效应很小，成像

时不需要动态聚焦，因此可以在整个成像区域保持较高

的空间分辨率而不会降低成像速度．２００６年 ＪｉａｎｙｕＬｕ
等实现了基于 Ｘ波的高帧率（ＨｉｇｈＦｒａｍｅＲａｔｅ，ＨＦＲ）超
声成像系统［３，４］．该系统每秒重建图像的理论上限达到
３７５０帧，大大提高了时间分辨率．但 ＨＦＲ成像系统的空

间分辨率有待提高［３］．
１９９６年Ｂｕｒｎｓ等提出谐波成像［５］（ＨａｒｍｏｎｉｃＩｍａｇｉｎｇ）

的概念．谐波成像通过提取换能器发射的基波在人体组
织中产生的高次谐波（目前一般用二次谐波）进行成像，

可以获得更高的空间分辨率，目前主要分为造影谐波成

像和组织谐波成像两大类．由于高次谐波幅度较弱，难
于检测，随后出现了脉冲倒置（ＰｕｌｓｅＩｎｖｅｒｓｉｏｎ）技术［６］．
它依次发射一对反相脉冲，接收时对两回波信号进行叠

加，加强了偶次谐波分量，消去了基波及奇次谐波分量．
由于发射与接收次数增加了一倍，进一步降低了成像帧

率，容易产生运动伪像．
可见，如果能够将谐波成像和 ＨＦＲ成像结合在一

起，即可很好地解决传统超声成像中存在的问题，从而

同时实现较高的帧率和分辨率．而目前对于 Ｘ波的研
究多是基于线性波动方程，在声场计算时多采用

ＲａｙｌｅｉｇｈＳｏｍｍｅｒｆｅｌｄ公式，它实际上仅仅适用于小振
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幅声波，并未考虑到有限振幅超声传播过程中的非线

性效应．Ｘ波的非线性声场是否仍然是有限衍射波？二
次谐波是否具有比基波更好的特性？都需要研究 Ｘ波
的非线性声场特性．

非线性超声场的主要模型方程是 ＫＺＫ（Ｋｈｏｋｈｌｏｖ
ＺａｂｏｌｏｔｓｋａｙａＫｕｚｎｅｔｓｏｖ）方程［７，８］，目前对于另一种重要的
有限衍射波即Ｂｅｓｓｅｌ波的非线性声场特性已有定量结
论［９，１０］，研究发现Ｂｅｓｓｅｌ波的非线性声场仍然是有限衍
射波，且二次谐波具有比基波更好的特性．但由于
Ｂｅｓｓｅｌ波是连续波，可以通过解析方法求解 ＫＺＫ方程得
到其高次谐波的显式解析解，而 Ｘ波是脉冲波，难以得
到高次谐波的显式解析解，这样关于Ｂｅｓｓｅｌ波的研究方
法和结论不能简单推广到 Ｘ波．对于 Ｘ波非线性声场
特性的研究尚未见报道．

本文采用数值方法求解 ＫＺＫ方程，综合考虑非线
性、衍射和吸收效应，在模拟人体媒质参数的条件下对

有限衍射Ｘ波的非线性声场进行计算和仿真，研究二
次谐波的声场特性，并与 Ｂｅｓｓｅｌ波［１１］和传统的 Ｇａｕｓｓ聚
焦波［１２］进行对比揭示其有限衍射特性．通过理论分析
验证数值计算结果．

２ 原理

２１ Ｘ波
线性波动方程的柱坐标下形式为：

１
ｒ

ｒ

ｒ
( )ｒ＋１ｒ２

２

２
＋

２

ｚ２
－１
ｃ２
２

ｔ[ ]２ Ｐ＝０ （１）

其中 ｒ、ｚ为径向、轴向坐标，为极角，ｔ为时间；ｃ为声
速；Ｐ＝Ｐ（ｒ，，ｚ，ｔ）为声压．方程（１）有如下形式的一
簇解［１］：

Ｐ
ζ
（ｓ）＝∫

∞

０
Ｔ（ｋ） １２π∫

π

－π
Ａ（θ）ｆ（ｓ）ｄ[ ]θ ｄｋ （２）

其中：ｓ＝α０（ｋ，ζ）ｒｃｏｓ（－θ）
＋ｂ（ｋ，ζ）［ｚ±ｃ１（ｋ，ζ）ｔ］ （３）

ｃ１（ｋ，ζ）＝ｃ １＋［α０（ｋ，ζ）／ｂ（ｋ，ζ）］槡 ２ （４）
其中，Ｔ（ｋ）表示换能器的频率响应，ｋ＝ω／ｃ为波数；
Ａ（θ）是θ的任意函数，表示激励信号随θ的变化而变
化；ｆ（ｓ），α０（ｋ，ζ），ｂ（ｋ，ζ）可以是任意连续可微函数，

ζ为锥轴角；ｋ，ζ两参数均与时间和空间变量无关．
式（２）中令α０（ｋ，ζ）＝－ｉｋｓｉｎζ，ｂ（ｋ，ζ）＝ｉｋｃｏｓζ，ｆ

（ｓ）＝ｅｓ，Ａ（θ）＝ｉｎｅｉｎθ，Ｔ（ｋ）＝ａ０ｅ－ａ０ｋ，并且在式（３）中
取负号，即得到 ｎ阶宽带非衍射Ｘ波：

ＰＸＢＢｎ＝
ａ０（ｒｓｉｎζ）

ｎｅｉｎφ

槡Ｍτ＋槡( )Ｍ ｎ，ｎ＝０，１，２，… （５）

下标 ＢＢ表示宽带（ｂｒｏａｄｂａｎｄ），Ｍ＝（ｒｓｉｎζ）
２＋τ２，τ＝

［ａ０－ｉ（ｚｃｏｓζ－ｃｔ）］，ａ０＞０是常量．如果 Ｔ（ｋ）＝Ｂ（ｋ）
ｅ－ａ０ｋ，其中 Ｂ（ｋ）是一个限带函数，表示换能器的传递

函数．即得到 ｎ阶限带Ｘ波：

ＰＸＢＬｎ＝
１
ａ０
Ｆ－１ Ｂω( )[ ]ｃ ＰＸＢＢｎ，ｎ＝０，１，… （６）

角标 ＢＬ表示限带（ｂａｎｄｌｉｍｉｔｅｄ），“”表时域卷积，
“Ｆ－１”表示 Ｆｏｕｒｉｅｒ反变换．

式（５）中令 ｎ＝０，即得到轴对称的０阶宽带非衍射
Ｘ波：

ＰＸＢＢ０＝
ａ０

（ｒｓｉｎζ）
２＋［ａ０－ｉ（ｚｃｏｓζ－ｃｔ）］槡 ２

（７）

０阶非衍射Ｘ波是目前可以实现且广泛应用于超声成
像、血流成像等领域的一种有限衍射脉冲波，ＪｉａｎｙｕＬｕ
等对其线性声场进行了深入研究［１，２］．
２２ ＫＺＫ方程

ＫＺＫ方程是目前描述有限声束非线性超声场最为
精确的方程，在柱坐标系下的轴对称形式为［６，７］：

２ｐ
ｚｔ′

＝ｃ２
２
⊥ｐ＋

Ｄ
２ｃ３
３ｐ
ｔ′３

＋ β
２ρ０ｃ

３
２ｐ２

ｔ’２
（８）

其中：ｐ为声压，ｚ代表声传播方向，ｔ′＝ｔ－ｚ／ｃ是延迟
时间，ｃ为声速；Ｄ为声耗散率（α＝Ｄω０２／２ｃ３为吸收系
数，ω０为基波角频率）；ρ０是媒质的静态密度，β＝１＋
珔Ｂ／２珔Ａ是媒质的非线性系数，珔Ｂ／珔Ａ为非线性参量；２⊥
是径向 Ｌａｐｌａｃｅ算子，在极坐标下的轴对称形式为（１／ｒ）
· ｒ（／ｒ( )） ／ｒ．

式（８）右端三项分别描述了超声传播过程中的衍
射、吸收和非线性效应．

３ 算法

３１ ＫＺＫ方程的时域数值解法
时域数值解法适合计算脉冲激励下的非线性声

场［７］，由式（８）得到：

ｐ
ｚ
＝ｃ２∫

ｔ′

－∞

２ｐ
ｒ２
＋１ｒ
ｐ
( )ｒｄｔ″＋Ｄ２ｃ３

２ｐ
ｔ′２

＋ β
２ρ０ｃ

３
ｐ２

ｔ′
（９）

作变换：

σ＝ｚ／ｄ，ξ＝ｒ／ａ，τ＝ω０ｔ′，Ｐ＝ｐ／ｐ０ （１０）
其中 ｐ０为声源表面峰值声压，ａ为声源半径，ｄ为聚焦
声源焦点位置．方程（９）转化为：

Ｐ
σ
＝１４Ｇ∫

τ

－∞

２Ｐ
ξ

２＋
１
ξ

Ｐ
( )
ξ
ｄτ′＋Ａ

２Ｐ
τ２

＋ＮＰＰ
２

τ
（１１）

其中：Ｇ＝ｚ０／ｄ为聚焦声源的线性聚焦增益，ｚ０＝ｋａ２／２
是瑞利（Ｒａｙｌｅｉｇｈ）距离；Ａ＝αｄ、Ｎ＝ｄ／珋ｚ分别是吸收参
数和非线性参数，珋ｚ＝ρ０ｃ

３／βω０ｐ０是平面波在无损媒质
中的冲击波形成距离．

方程（８）右端的衍射项、吸收项和非线性项可分别
采用数值方法求解．
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３２ 声源条件

对有限衍射Ｘ波，在式（７）中 ａ０，ζ预先给定，令 ｚ
＝０，再利用式（１０）将变量 ｒ，ｔ转换成ξ，τ即可得到 ０
阶宽带Ｘ波对应的声源条件．若利用式（６）取 Ｂ（ｋ）为
限带函数即可得到０阶限带Ｘ波对应的声源条件．

注意在计算时径向最大值一般取ξｍａｘ＞１（即 ｒｍａｘ＞
ａ），这样在声源半径之外即１＜ξ＜ξｍａｘ时对应的声压均取
为０．
４ 结果

４１ 计算参数设置

本文计算０阶宽带、限带 Ｘ波的非线性声场．所有
计算参数均按照医学超声成像中的典型参数选取［１］．
声源半径 ａ＝２５ｍｍ，声速 ｃ＝１５００ｍ／ｓ，珋ｚ＝００９４ｍ，ｄ＝
１２０ｍｍ；吸收系数α取００２５ＮＰ／ｃｍ，此值介于人体血液、
脂肪的吸收系数之间；径向和轴向计算步长分别取为

Δξ＝００２，Δσ＝００１．径向最大计算值取 ｒｍａｘ＝２ａ＝
５０ｍｍ，即认为在此径向范围之外声场能量为零；轴向最
大值取 ｚｍａｘ＝２４０ｍｍ，即医学超声成像中的典型探察深

度．时间变量取一个固定的窗：

τ∈［－（Ｇ＋ω０Ｔ０）， （Ｇ＋ω０Ｔ０）］
为了与Ｂｅｓｓｅｌ波和 Ｇａｕｓｓ聚焦波进行比对，采用频

域数值方法［８］计算其非线性声场，计算参数与 Ｘ波相
同，具体过程可参看文献［１１，１２］．
４２ 宽带Ｘ波的计算结果

在式（７）中取 ａ０＝００５，ζ＝４°．计算得到的０阶宽
带Ｘ波的结果如下：

图１是不同传播距离处宽带 Ｘ波脉冲声场的计算
仿真结果．所有仿真图都对声压采用对数变换后进行
显示，灰度范围为［－１５ｄＢ，０ｄＢ］．该图展现了激励脉冲
沿轴向传播的过程，结果表明在任意轴向位置上非线

性声场都保持和激励脉冲类似的“Ｘ”形状，在轴向最大
值ｚｍａｘ＝２４０ｍｍ即接近声源半径１０倍的传播距离之内，
０阶宽带Ｘ波的非线性声场仍具有显著的有限衍射特
性，未有明显的波束扩散现象．而由于非线性效应的存
在，激励脉冲发生了明显的畸变，不再是对称的“Ｘ”形
状．吸收效应则是导致脉冲幅度逐渐减弱的重要原因．

图２是宽带Ｘ波的基波和二次谐波的声压振幅在
不同传播距离处沿径向的分布曲线，各图均已将基波

和二次谐波的振幅用各自峰值归一化．结果表明无论
在近场、远场区域，二次谐波相对于基波都具有更窄的

主瓣，且副瓣得到了更好的抑制，因此利用二次谐波进

行成像可以获得更高的空间分辨率和对比度．这一结
果与 Ｂｅｓｓｅｌ波［１１］和Ｇａｕｓｓ聚焦波［１２］的研究结果一致．
４３ 限带Ｘ波的计算结果

利用式（６）、（７），取 Ｂ（ｋ）为Ｂｌａｃｋｍａｎ窗［２］：

Ｂ（ｋ）＝
ａ０［０４２－０５ｃｏｓ（πｋ／ｋ０）
＋００８ｃｏｓ（２πｋ／ｋ０）］， ｋ∈［０，２ｋ０］

０，
{

ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（１２）

其中 ｋ０＝２πｆ０／ｃ，ｆ０＝２５ＭＨｚ．
图３是不同传播距离处限带 Ｘ波脉冲声场的计算

仿真结果．可以得出与宽带 Ｘ波类似的结论，即限带 Ｘ
波的非线性声场仍是有限衍射波．

图４是限带Ｘ波的基波和二次谐波的声压振幅在
不同传播距离处沿径向的分布曲线．结果表明二次谐
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波相对于基波具有更窄的主瓣，但不如宽带 Ｘ波显著．
副瓣在总体上得到了更好的抑制，但第一副瓣的峰值

略有增加，表１给出了二次谐波和基波第一副瓣的幅度
比．

４４ 与Ｂｅｓｓｅｌ波和Ｇａｕｓｓ聚焦波的对比结果
图５是宽带、限带Ｘ波和Ｂｅｓｓｅｌ波、Ｇａｕｓｓ聚焦波的

声场对比图．对比显示Ｘ波和Ｂｅｓｓｅｌ波的波束沿传播方
向可以在很大深度内保持不扩散，具有有限衍射特性，

但Ｂｅｓｓｅｌ波副瓣较大．事实上Ｘ波是由不同频率成分的
Ｂｅｓｓｅｌ波加权组合得到的一种非频散、非衍射波［１］．而

表１ 限带Ｘ波二次谐波和基波第一副瓣的幅度比

传播距离 ｚ
０ｍｍ ４８ｍｍ ９６ｍｍ １４４ｍｍ １９２ｍｍ ２４０ｍｍ

二次谐波 ０．２８５ ０．３０ ０．３５ ０．３１ ０．３１５ ０２９
基波 ０．２２５ ０．２９ ０．３０５ ０．３ ０．２９ ０．２４５

幅度比（ｄＢ） ２．０５ ０．２９ １．２０ ０．２８ ０．７２ １．４６

Ｇａｕｓｓ聚焦波在聚焦区域声场能量集中，具有很好的空
间分布特性，但在焦域之外波束扩散明显，无法实现很

好的空间分辨率．
４５ 计算参数对声场的影响

为了进一步研究非线性、衍射和吸收三种效应对

声场特性的影响，我们计算了不同声源条件和媒质参

数下的非线性声场，其中最重要的是声源半径 ａ、吸收
参数 Ａ和非线性参数Ｎ（对应不同的非线性吸收比）．
结果表明声源半径增加时，Ｘ波可以在更大深度内保持
有限衍射特性．而声源半径的减小及吸收参数的增加
都会对二次谐波声场尤其是远场的空间分布规律有明

显的影响，使其声场特性变差．更为细致的结论尚待进
一步深入研究．
４６ 理论分析

考察Ｂｅｓｓｅｌ波的声源表面声压表达式［１１］：
ｆ（ｒ，ｔ）＝Ｊ０（ｒ）ｅ－ｊωｔ （１３）

其中 Ｊ０（ｒ）是第一类零阶 Ｂｅｓｓｅｌ函数．可以发现：由于
Ｂｅｓｓｅｌ波是连续波，其时间、空间部分可以分离变量，且
时间因子 ｅ－ｊωｔ作微分运算后形式不变，因此代入 ＫＺＫ
方程后时间项可以消去，得到只含各谐波分量空间项

的方程，通过解析方法可以得二次谐波分量空间部分

的显式解析解［９，１０］，进而从理论上定量研究其声场空间

分布特性．
而对脉冲波，时间和空间部分一般难以分离变量，

各谐波分量空间部分的显式解析解难以求出．一般只
有通过数值方法求解 ＫＺＫ方程得到数值解．但我们可
以借助于 Ｂｅｓｓｅｌ波的理论结果对 Ｘ波进行定性的理论
分析．

事实上，Ｘ波可以表示为Ｂｅｓｓｅｌ波加权组合［１］：
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ＰＸ０＝∫
ｋ２

ｋ１
Ｂ（ｋ）Ｊ０（ｋｒｓｉｎζ）

×ｅｘｐ －ａ０ｋ＋ｊ（ｋｚｃｏｓζ－ωｔ[ ]）ｄｋ （１４）
对于宽带Ｘ波，积分限（ｋ１，ｋ２）→（０，∞）．

按文献［９，１０］的理论结果：若单频 Ｂｅｓｓｅｌ声源表面
声压为 ｆ（ｒ，ｔ）｜ｚ＝０＝Ｊ０（ｋｒｓｉｎζ）ｅ

－ｊωｔ，其二次谐波在４／
（ａｋｓｉｎζ）

２＜σ＜１／（ａｋｓｉｎζ）的近场几乎是非衍射的，并
且沿径向的声压振幅分布为 Ｊ０（２ｋｒｓｉｎζ）．这表明二次
谐波的声压振幅具有比基波更窄的主瓣，主瓣和第一

副瓣幅度比保持不变．并且在相同的径向范围内，二次
谐波包含更多的副瓣，但副瓣总体上得到抑制．

以上结论仅仅适用于单频连续波情况．对于 Ｘ波，
由式（１４）可知其中包含多个频率成分，每个频率成分均
为单频Ｂｅｓｓｅｌ波，它们在传播过程中两两耦合产生倍
频、和频与差频波，由于各频率成分声源表面声压振幅

并不相同，而是和频率有关，因此 Ｘ波的二次谐波空间
分布比较复杂．但对于限带 Ｘ波，尤其是 ｋ１，ｋ２相差不
大时，可以作为准单频波讨论．这时各频率成分具有近
似相同的声源表面声压振幅，文献［９，１０］的理论结果可
以近似适用．本文对限带Ｘ波的计算中，中心频率 ｆ０对
应的近场约为００１＜σ＜００６，即３０ｍｍ＜ｚ＜２００ｍｍ，在
这一区域附近，数值计算结果和理论分析相吻合．在 ｚ
＜３０ｍｍ的极近场和 ｚ＞２００ｍｍ的远场，二次谐波幅度
很弱，一般难以检测，无法用于成像．

与文献［１，２］的结果对比显示，通过时域有限差分
法计算得到的 Ｘ波基波声场和 Ｘ波的实验结果及
ＲａｙｌｅｉｇｈＳｏｍｍｅｒｆｅｌｄ公式的计算得到的线性声场结果相
符．

５ 结论

通过以上研究可以得出如下结论：

在模拟人体媒质的典型计算参数条件下，综合考

虑非线性、衍射和吸收效应，采用数值方法计算 ＫＺＫ方
程得到的０阶宽带、限带 Ｘ波的非线性声场仍然具有
显著的有限衍射特性，并且二次谐波相对于基波具有

更窄的主瓣，主副瓣幅度比在总体上得到了提高，这意

味着利用二次谐波构建的图像具有更高的空间分辨率

和对比度．
基于有限衍射Ｘ波的高帧率成像已被现有研究所

证实．本文的结论表明采用 Ｘ波的二次谐波进行成像
有可能进一步提高高帧率成像系统的空间分辨率．
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